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Responsable : Gilles Debunne, CNRS.
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Algorithmes pour l’image de synthèse
Gilles Debunne, Xavier Décoret, Cyril Soler4

Projet ARTIS5

1 Introduction

L’image de synthèse est un domaine très jeune (une trentaine d’années tout au
plus) et qui vit en ce moment une véritable révolution technologique et scienti-
fique. Cette discipline combine une forte composante mathématique (en particu-
lier géométrique) et algorithmique (liée à la taille des données traitées).
Ce cours se propose de présenter quelques uns des formalismes mathématiques
spécifiques au domaine de l’informatique graphique, ainsi que certaines méthodes
de résolution originales. Même si les thèmes abordés sont éloignés de ceux des
participants, les mathématiques (principalement basées sur l’algèbre linéaire) et
les algorithmes (dédiés aux données volumineuses et souvent hiérarchiques) qui
sont utilisés doivent pouvoir être rapprochés de ceux couramment utilisés par tout
scientifique. Les auteurs espèrent ainsi que cette présentation ouverte pourra don-
ner lieu à des recoupements, à des généralisations, voire à de nouveaux thèmes
d’application ou de nouvelles pistes.

1.1 Présentation du domaine

Avec l’évolution de la taille des disques durs, les cartes graphiques sont le seul
domaine de l’informatique à dépasser les prévisions de la loi de Moore, qui
prévoit le doublement de la puissance tous les 18 mois. Ce décuplement de puis-
sance se répercute très rapidement dans les machines grand public, tiré par le
développement de l’industrie du jeu vidéo, qui génère désormais un chiffre d’af-
faire supérieur à celui de l’industrie cinématographique.
Il en résulte un grand chamboulement de la discipline, une effervécence liée aux
nouvelles possibilités offertes, et à celles que la recherche peut proposer, qui
peuvent être intégrées à très court terme dans la prochaine génération de cartes.
Cette évolution ne saurait rendre caduque les problématiques liées à la complexité
des scènes, bien au contraire, la demande pour des univers plus riches et plus
beaux augmentant sans doute plus rapidement que les performances brutes des
cartes.

4Adresses électroniques : prenom.nom@imag.fr
5artis.imag.fr
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Cette évolution va également très prochainement déborder sur d’autres domaines.
Une carte graphique peut en effet être considérée comme un co-processeur mathé-
matique parallèle très performant (supérieur à tout Pentium) dédié au calcul matri-
ciel 4∗4, qui est plus est de bas prix grâce aux économies d’échelle. Son utilisation
dans la résolution de problèmes mathématiques a d’ores et déja était présentée.
De même les interfaces graphiques pourront-elles tirer parti d’un affichage en 3D
pour proposer de nouvelles méthodes d’interaction.

1.2 Objectifs du cours

L’introduction faite dans ce cours devrait familiariser le lecteur avec le domaine
de la synthèse d’images. Celui-ci est devenu très abordable et nous espérons
vous convaincre de franchir le pas. La visualisation tri-dimentionelle peut en ef-
fet être un outil puissant de compréhension et d’analyse de données complexes,
éventuellement grâce à leur animation, et permet également d’observer de façon
plus intuitive les résultats d’un algorithme. Les bases données dans ce cours ainsi
que les nombreux exemples de code à copier-coller référencés devraient vous per-
mettre de rapidement utiliser cet outil.
L’informatique graphique est également un excellent domaine d’application pour
de très nombreuses recherches algorithmiques ou mathématiques. La liste en est
très longue, mais on peut citer la résolution de gros systèmes linéaires, la com-
pression de données, le traitement du signal que représentent une image ou un
modèle 3D, les algorithmes probabilistes, l’intégration numérique, la résolution
d’équations aux dérivées partielles, et bien d’autres encore.
Comme dit en introduction, les auteurs espèrent créer des rapprochements entre
les diverses disciplines des participants et les notions présentées dans ce cours.
cette ouverture d’esprit à d’autres disciplines ne peut en tout cas qu’être bénéfique
et nous l’espérons agréable voire fructueuse.
Les notions présentées dans ce cours sont issues d’une sélection arbitraire, où
l’on a chercher à faire une introduction, à couvrir des thèmes bien différents
en espérant toucher un large public, à mélanger les aspects mathématiques et
algorithmiques, tout en restant simple et facilement accessible. Ceci explique
l’hétérogénéı̈té de ce cours, ainsi que la simplification parfois effectuée, au détri-
ment de la complétude de l’explication. Le lecteur intéressé est référé à la biblio-
graphie ou à une discussion plus approfondie avec les intervenants.

2 Résumés des cours

Nous ne résumerons ici que très succintement les cours, afin de les rendre plus
compréhensibles au lecteur qui ne pourra y participer. Les transparents se veulent
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suffisemment détaillés pour en permettre une lecture autonome.

2.1 Les coordonnées homogènes

Ce formalisme mathématique consiste à plonger l’espace tri-dimentionnel cou-
ramment utilisé en image de synthèse dans un espace de dimension 4. Le bénéfice
principal est une uniformisation sous forme de produit matrice-vecteur de toutes
les opérations classiques appliquées en 3D : rotation, changement d’échelle et
surtout translation, ce qui aurait été impossible sans les coordonnées homogènes.
On y gagne de plus une représentation élégante de la notion de point à l’infini
qui s’intègre parfaitement avec le cas général dans les applications de géométrie
projective. Ce formalisme est ainsi adopté dans toutes les disciplines utilisant des
coordonnées 3D : imagerie, vision et robotique.

2.2 Création d’une image de synthèse

Nous décrivons ensuite les bases de la création d’une image, à savoir la projec-
tion sur un plan image d’une géométrie 3D. Grâce aux coordonnées homogènes,
cette projection peut elle aussi être exprimée par une matrice 4 ∗ 4, que l’on ap-
plique aux points 3D pour en obtenir la projection. Il faudrait pour compléter cette
présentation parler du calcul de la couleur des points projetés, en introduisant les
notions de modèles de matériaux, qui modélisent la relation entre les couleurs (au
pluriel) de la surface, les couleurs des lampes, leurs positions respectives et la
normale à la surface.
On donne ensuite quelques éléments sur l’organisation logicielle et matérielle liée
à l’image de synthèse, ainsi que sur son évolution. Celle-ci est devenue beaucoup
plus modulaire et les cartes graphiques sont désormais programmables.

2.3 Méthode de radiosité

Le but est ici de calculer l’éclairage reçu par les objets d’une scène, en présence de
sources lumineuse. On montre qu’après simplification des hypothèses et discrétisa-
tion en éléments finis, le problème peut se ramener à la résolution d’un système
matriciel. Chaque élément du vecteur solution correspond à la radiosité sur un pe-
tit élément de surface, l’ensemble de ces éléments formant les surfaces des objets
de la scène. Les méthodes classiques se révèlent inefficaces, car trop sensibles aux
erreurs numériques ou trop lentes.
La méthode employée consiste alors en une résolution itérative du problème, par
applications successives de mêmes opérations matricielles. On montre la vali-
dité mathématique de cette méthode et en présente une interprétation physique.
Chaque itération revient à transférer de l’énergie lumineuse entre l’ensemble des
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éléments de la scène. L’une des méthodes de résolution utilisées (le shooting) re-
vient à propager de l’énergie depuis les sources sur les éléments, qui eux-mêmes
la renvoie aux autres éléments, et ainsi de suite. L’autre méthode (le gather est
duale : chaque élément somme l’ensemble de l’énergie reçue après un nombre
donné de refléxions.
Bien que convergent assez rapidement, cet algorithme est trop lent pour des scènes
complexes et nous présentons sa version hiérarchique, qui a démocratisé son uti-
lisation (même si celle-ci reste limitée dans la pratique, le lancer de rayon étant
généralement préféré).

2.4 Les quaternions

Les quaternions sont LA représentation adaptée des rotations dans R3. Après avoir
présenté plusieurs alternatives, toutes ayant leurs défaut, nous montrons que les
quaternions, qui ne sont rien d’autre que des points sur la sphère unité de R4,
s’adaptent parfaitement à la représentation des rotations. L’algèbre des quater-
nions est très propre et permet en particulier de très naturellement de composer
deux rotations, d’appliquer une rotation à un point ou encore et surtout d’interpo-
ler entre deux rotations.

2.5 Algorithmes de simplication de maillages

Les maillages 3D utilisés pour représenter des objets s’avèrent inutilement com-
plexes lorque l’objet est vu de loin et donc affiché en petit. Le niveau de détail
permet alors de générer plusieurs représentations d’un même objet, chacune étant
adaptée à un intervalle de taille d’affichage. Nous présentons ici les différentes
classes d’algorithmes qui permettent de décimer un maillage 3D, en concervant ou
non certaines propriétés utiles (topologie, silhouette, apparence générale...). Nous
présentons enfin dans le détail l’algorithme de Garland, très utilisé en pratique et
(car) disponible gratuitement. Son formalisme mathématique simple, efficace et
astucieux ainsi que ses très bons résultats pratiques (sur de gros modèles) en font
une méthode de choix. Il est détaillé dans la suite de ces notes de cours.

3 Références

La référence reconnue du domaine est la conférence Siggraph, dont les actes sont
maintenant publiés dans un numéro spécifique de la revue TOG (Transactions on
Graphics), publiée par l’ACM. Nous reportons donc dans un premier temps le
lecteur intérressé par les développements majeurs de la discipline aux articles de
cette revue.
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Le livre de référence en image de synthèse est le Computer Graphics de Foley,
van Dam, Feiner et Hughes, publié chez Addison-Wesley. Une nouvelle édition
remise à jour est prévue pour 2004.
Cette référence ainsi que celles complétant le cours sont regroupées dans les
dernières diapositives du cours. Les auteurs sont bien-sûr également joignables
par courriel pour des questions plus précises.
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Quadric Simplification en trois mots

Xavier Décoret

1 Présentation

Quadric Simplification est un algorithme de simplification de maillage mise au
point par Michael Garland et Paul Heckbert en 1997 [GH97]. Cette approche uti-
lise un opérateur local d’effondrement de paires de points et une métrique d’erreur
sommet-plans. Pour une présentation des différents opérateurs de simplifications
de maillage et des métriques d’erreurs, on consultera le livre de Luebke et al.,
chap. 2 et 3 [LRC+02]. Un maillage 3D est simplifié en remplaçant deux points
par un seul, comme illustré sur la figure 3. Une fois cette opération effectuée, on
supprime les faces dégénérées et on met à jour les relations d’adjacence.

u v a

FIG. 3 – Simplification par effondrement de paires de points

L’erreur commise est définie sur les sommets du maillage initial, en mesurant de
combien ils s’éloignent des plans supports des faces auquels ils appartiennent. Un
sommet u qui, après une séquence d’effondrements le concernant, se retrouve au
point a, entraı̂ne donc une erreur :

e(u → a) ≡
∑

F∈dduee
d2(a,P(F )) (12)

où les F sont les faces adjacentes à u. La figure 4 illustre cette définition. Le carré
de la distance d’un point (x, y, z)T à un plan est une forme quadratique en x, y, z
et peut s’écrire, en coordonnées homogènes :

d2(a,P(F )) = aT QF a (13)
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u

a

FIG. 4 – Erreur pour un sommet. Si u se retrouve en a, l’erreur est la somme du
carré des distances aux plans en pointillés.

avec a = (x, y, z, 1)T et où QF est une matrice 4 × 46. En injectant dans (12) et
par linéarité, on obtient :

e(u → a) = aT Qua (14)

où Qu =
∑

F∈dduee QF est dite quadrique d’erreur de u. On a triviallement
uT Quu = 0 car u appartient à toutes les faces adjacentes !

2 Intérêt des quadriques d’erreurs

2.1 Compacité mémoire

Supposons que l’on effectue les effondrements u, v 7→ a puis a, w 7→ b comme in-
diqué sur la figure 5. Pour mesurer l’erreur commise lors de la dernière opération,

u v

w

a

w

b

FIG. 5 – Succession d’effondrements

il faut se rappeller que a a été obtenu auparavant par effondrement de u et v. Main-
tenir cette information pour tous les points introduits lors de la simplification est

6Si le plan est représenté par p = [abcd]T alors Q = ppT
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prohibitif et inefficace. Heureusement, c’est inutile ! En effet :

e(u → b) + e(v → b) = bT Qub + bT Qvb

= bT (Qu + Qv)b

= e(a → b)

avec Qa ≡ Qu + Qv

Lorsque l’on crée un nouveau point a, il suffit donc de lui associer comme qua-
drique d’erreur la somme des quadriques des deux points qu’il remplace. Cette
quadrique garde implicitement trace des plans auquels appartenaient tous les som-
mets qui se “retrouvent” dans a !

2.2 Optimisation

Lorsque l’on décide d’effondrer deux sommets u et v, il faut choisir par quel
point les remplacer. Idéalement, on voudrait prendre celui qui minimise l’erreur
commise. Garland et Heckbert ont montré que ce point est donné par :

a =
1

2









q11 q12 q13 q14

q12 q22 q23 q24

q13 q23 q33 q34

0 0 0 1

















0
0
0
2









(15)

lorsque la matrice est inversible. Dans le cas contraire, ils proposent de calculer
l’erreur en u, en v et au milieu de [u, v] et de choisir celui qui minimise l’erreur.

3 Algorithme

L’algorithme complet est le suivant. On initialise les quadriques de chaque som-
mets du modèle initial. On considère toutes les paires de sommets adjacents (reliés
par une arrête) ou proches géométriquement7 Pour chacune d’entre elles, on cal-
cule le meilleur point où les effondrer et l’erreur (minimisée) correspondante. On
insère les paires dans une liste de priorité classée par erreur croissante. On ef-
fondre la paire sur le dessus de la liste. On met à jour les nouvelles paires et on
réitère jusqu’à obtenir un nombre de faces fixé, où une erreur maximale autorisée.

7C’est la partie “sensible” de l’algorithme. Considérer toutes les paires entraı̂ne une complexité
quadratique. Il faut un peu de doigté pour choisir quelles paires considérer.
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4 Conclusion

Cet algorithme est très efficace en pratique. Il a été étendu [GH98] pour tenir
compte des attributs spécifiés à la surface du maillage (normale, couleur, co-
ordonnées textures. . . ). Une implémentation est disponible sur le web (http:
//graphics.cs.uiuc.edu/˜garland/software/qslim.html).
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